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Etwas Geschichte

e Fourier Analyse voroseph Fourier (1768-1830):
Arbeit Gber math.Behandlung der Warmeleitungo().

e Auch andere Mathematiker: Euler, Lagrange, Gaul3:
U.a. Umlaufbahnen von Himmelskdrpern.

e Gaul’ hatte schon Idee flir AT
Zerlege grol3es Problem in kleine Problemchen.



Etwas Geschichte

e 1965:.FFT “erfunden” vonJames W. CooleyundJohn W. Tukey bei IBM.
SpezialfallN =27, p € N

e Andere Wissenschaftler hatten &hnliche Anséatze.
Beispiel: Algorithmus vorRunge
Spezialfall N = 4m,m € N

e Eigentlich nichtein Verfahren, sondern viele!

e FUr jeden Spezialfall kann man einen schnellen Algorithmus finden.



Etwas Motivation

Fourier Transformation wird eingesetzt fir:
e (haufig) Signalverarbeitung
e Bildverarbeitung
e L6sung von Differentialgleichungen
e Spracherkennung und Akustik



Etwas Mathematik

Zuruckerinnern— “Fourier Analyse”
e Funktionen mitcos undsin darstellen.

e Orthonormalsystem auf Vektorraum der Funktionen.
1, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2z), . . .

e Betrachten nur periodische Funktionen duf|.



Etwas Mathematik

Fourier Transformation ifR:

e Approximiere Funktionf durch:

flz) = % + Zak cos kx + by sin kx
k=1

e Ziel: Stelle f als Linearkombination von Basisvektoren dar!

e Problem: “Vektorschreibweise”?



Etwas Mathematik

Fourier Transformation ifC:
e Benutzee 2"**_.Funktion als Basis.

e Dann:

= [ P

o0

e Ziel: Stelle f als Linearkombination von Basisvektoren dar!

e Problem: “Vektorschreibweise”?



Etwas Mathematik

Wollen Computer benutzen. ..
e Probleme:

—“Unendliche” Basis als endlicher Vektor?!

— Wie ist f gegeben?

— Genaue Approximation nur bei unendlicher Rechenzeit!
e Also: “Handling” im Computer so nicht mdglich!
e Kontinuierlich~~ Diskret.

LAsung: Diskrete Fourier Transformation



Diskrete Fourier Transformation

e Nun also nur endliche Anzali¥ an Stutzstellerf, von f bekannt.

e Approximiere nurFourier Koeffizienten:

/ f —2mktdt

~ E —2mikn/N
~ fne /
n=0



Diskrete Fourier Transformation

e Nun Vektorschreibweise mdglich:

HON 1 e
PR =<1 "7 & .. >
f(N — 1) e—2mk:(N—1)/N

e Aber: Teure Multiplikationen!



Diskrete Fourier Transformation

Wie teuer ist dieDFT?
e Berechnung der Koeffizienten:

N-1
1 .
F(k) _ E fne—2mkn/N
VN “—

e Ein Koeffizient bendtigt': Multiplikationen.

e Fur N Koeffizienten alsaV? Multiplikationen notwendig!
Komplexitat: O(N?) = Teuer!
— Bubblesort



Diskrete Fourier Transformation

e Ein Koeffizient als Skalarprodukt aufgefaf3t.
e Betrachte Berechnurgler Koeffizienten als Matrixmultiplikation:

F = DFTy ® f*

mit:

(e—2m'k:l/N)

DFTy = 0<k,I<N—1

L
VN

e Dann bhilden did-ourier Koeffizienten einen Vektor.



Diskrete Fourier Transformation

Vereinfachungen und Uberlegungen:

—2mi/n

e Setzew, .= e
Beachtew,, ist n-te Einheitswurzel.
D.h.:
W' =1lundw” = w’ =1
e Die Potenzen® k =0,...,n
— liegen auf dem Einheitskreis.
— bilden die Eckpunkte eines regelmaliigeicks.

e Die Exponenten lassen sich del3halb mogduzieren!



Diskrete Fourier Transformation

Diskrete Fourier Transformation als Matrix:

e Definiere:

DFTy = (6_2ﬂikl/N)ogk,ng—1

3~

(w%)ng,ZSN—l

-

e Offensichtlich:DFTy € C**¥



Diskrete Fourier Transformation

Diskrete Fourier Transformation als Matrix: Beispiel ftir= 4:

0

P o 0w w

L | w¥ o' o o
DFT4—ﬁ 0 w0 wh WS
WV e 0P et

1 1 1 1

TN B
_\/Zl 1 —1 1 -1

1 ¢+ =1 —

Denn:w! = —i, w? = —w! =1, sowie:w? = —1 = —w.



Inverse Diskrete Fourier Transformation

e DFTy ist unitdr, d.nDFT,' = DFT, = iDFTy.

e Inverse Diskrete Fourier Transformation als Matrix:

iDFT, = (DFT,)*

11 1 1
I DS
1 -1 1 -1

1 —i =1 i

e Einfach zu berechnen!



Auf dem Weg zuiFFT:

Wie kann man didDFT einfacher berechnen?

e ldee: Wenn moglichst viele Eintrage 0, dann kdnnte man Multiplikatio-
nen sparen.

e Idee: StelleDFTy als Produkt einfacherer Matrizen dar.



Auf dem Weg zuiFFT

Betrachte nochmal = 4:

Fq I 1|1 1 fo
Fil [1w | o w fi T
28 Il B I Rt
15 1 W | W Wt fs
SortiereF’-Vektor nach geraden und ungeraden Indizes:
Fq I 1] 1 1 fo
Fg L 1 CL)2 ’ 1l w fl S AT
Fi]l |1 W | @ W 1o B =1L
F 1 W | W w fs

Behalte dabei aber defy\Vektor bei.



Auf dem Weg zuiFFT

Betrachte nochmal:

Fy 1 1 | 1 1 fo
F2 o 1 Cd2 | 1 w2 fl A AT
Fl - 1 wl ‘ UJ2 wB f2 7F_Qf
Fy 1 W | w? Wt fs

Dann gilt doch fir die Untermatrizefﬂik:
g = (g, oy = w2921

Es gibt also ein “Muster”!



Auf dem Weg zuiFFT

e Jetzt “Faktorisierung” voiDFT,; mdglich:

1111
1 w? | 1 W?
DFLy = 1w1}w2 w?
1 W | w? W
1100\ /10|10
i loo){o1] o0 1
oo 1T 1||To0 w0
00 |1w) \0w | 0 &
(2 00\ (L2 I
~\ 0y ) \Dy —Ds,

e Wobei [, die 2 x 2-Einheitsmatrix undD, die 2 x 2-Diagonalmatrix mit
D, = diagw!, w;) ist.



Auf dem Weg zuiFFT

Was hat das alles gebracht?

e Problem der Ordnung)/ zurtickgefuhrt auf ein Problem
der Ordnungn = ;N.

e Faktorisierung vereinfacht Berechnung.

e \Weniger Multiplikationen, mehr Additionen.



Auf dem Weg zurFT

Zur Berechnung des Vektdr missen nur folgende Rechenschritte ausgefihrt
werden:

Input 1.Schritt 2.Schritt Output
fo |O]fo:=fot fo 0 fi=f+th Fo
Ji |1 fl =f1+ /3 2 f1 (fo fl) I
Lo l2fi=—f)W |1 =FfH+] I
fs |3 fs=(fi—fo)w 3| f5=(fs = fi)'| Fi

Zu sehen: Anzahl der Multiplikationen: < 16.



Die FFT ganz allgemein

oSeiN:ZPmitpEN,m:%.

e Es ergibt sich:

FFTy = PyQy
- () (5 5.)

e Ein grol3es Problem in zwei kleine Problemchen zerlegt
= “Divide And Conquer”-Algorithmus.

e |st nachp Schritten fertig. £ “Tiefe des Baumes’
e st tatsachlich did"FT!

e Bleibt nur noch:Py?



Die FFT — Letzter Schritt

e Permutationen wieder riickgangig machen.

e Betrachte Indizes der Eingabe und der Ausgabe:

Input e Output
7o 10]...]0] Fy
f1 1. 2| F,
f2 2. 1 F1
Js |3]--- |3 F3
e Was fallt auf?
O1p = 00y — 005 = 049
110 = 012 — 102 = 210
210 =10, — 01y =1y
310 =11, — 11y =3y

e Geht fur beliebigesv = 2. p € N.



Problemlosung — Kleine Analyse

+ “Divide-and-Conquer” Schema.

+ Viel weniger Multiplikationen.

+ Permutationen nicht schlimm; nur anderer Zugriff.

+ Permutationen wieder riickgangig machen: Einfach durch Bitumkehr!

+ Komplexitat: O( N log,(N))
(— Quicksort)

Also: FFT ist richtig gut!



Kleines Fazit

e DFT ist teuer.

e FFT ist billiger: Fur ein festesV € N lal3t sich der Algorithmus sehr ein-
fach implementieren.

e FFT Algorithmen gibt es viele im Internet:

— FXT
— FFTW (“Fastest Fourier Transform in the West”)



