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Zusammenfassung

Die (naive) Berechnung der zur Fourier Transformation benétigten “Fou-
rier Koeffizienten” hat einen Aufwand der Gréfle O(N?), welches es fiir grofe
FEingabeldngen praktisch unbrauchbar macht. Die “schnelle Fourier Transfor-
mation” (FFT) erméglicht die Berechnung der Koeffizienten mit einem Auf-
wand von O(N log N), ist allerdings auf den ersten Blick etwas undurchschau-
bar und damit auch schwieriger zu implementieren. Dieser Vortrag versucht
die schnelle Fourier Transformation mit Hilfe von Matrizen zu erldutern, in
der Hoffnung das Verfahren dadurch verstédndlicher und die Implementierung
einfacher zu machen.



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
1 Geschichte
2 Mathematisches

2.1 Trigonometrische Approximation . . . . . .. ... ... ... ....
2.2 Basisfunktionenin C . . . . . . . . ... L.

3 Die Berechnung der Fourier Transformation
3.1 Die “Diskrete Fourier Transformation” . . . . . . . ... ... . ...

4 Die schnelle Fourier Transformation
4.1 Dieldee der FFT . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ..
4.2 Mehrdimensionale Fourier Transformation . . . . . . . ..
5 Die Komplexitit der FFT
5.1 Rechenoperationen bei der FFT . . . . .. . ... ... ..
5.2 Die Rechenschritte fir FFTy . . . . . . . .. .. ... ...
5.3 Ein weiteres Beispiel fir N =8 . . .. .. ... ... ...
6 Implementierung

A Literatur und Quellen

10
10
13

14
14
15
16

18

19



1 Geschichte

JOSEPH FOURIER (1768-1830) verfaite im Jahre 1807 seine erste Arbeit iiber die
mathematische Behandlung von Wirmeleitungsgleichungen. Zur Losung der Glei-
chungen benutzte er trigonometrische Reihen und schuf damit ein leistungsstarkes
Werkzeug in der allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit vor-
gegebenen Randbedingungen.

Andere Wissenschaftler seiner Zeit verwendeten dhnliche Verfahren um z.B. die
Umlaufbahnen von Planeten zu berechnen. Euler erfand ein Verfahren, dessen Prin-
zip auch der schnellen Fourier Transformation zu Grunde liegt.

Die Fourier Transformation wird in fast allen wissenschaftlichen Disziplinen und
in der Praxis eingesetzt. Weite Verbreitung findet die Fourier Transformation in der
Signalverarbeitung, aber auch bei der Auswertung von Polynomen kann die schnelle
Fourier Transformation eingesetzt werden.

Zum FEinsatz mit dem Computer ist allerdings nur die diskrete Fourier Transfor-
mation sinnvoll, die nur eine endliche Anzahl an Stiitzstellen braucht. Das Problem
bei diesem Verfahren ist allerdings die Berechnung der Fourier Koeffizienten: Prin-
zipiell sind immer Multiplikationen der Gréfie N? notwendig um alle Koeffizienten
zu berechnen. Fiir grofle N ist dies natiirlich unpraktikabel. Eine bessere Alternati-
ve bietet die “schnelle Fourier Transformation” (FFT) welche die Koeffizienten mit
N log,(NN) Multiplikationen berechnet.

Der FFT-Algorithmus geht auf einen Artikel von JAMES W. COOLEY und JOHN
W. TUKEY aus dem Jahre 1965 zuriick, in dem ein Algorithmus zur schnellen Be-
rechnung der diskreten Fouriertransformation vorgestellt wurde. Der Algorithmus
funktioniert aber nur fiir Eingabegrofien, die eine Zweierpotenz sind.

Spéter stellte sich heraus, dafl auch andere Wissenschaftler an dhnlichen Verfah-
ren und Ideen arbeiteten.

Der FFT-Algorithmus von Cooley und Tukey arbeitet zwar nur fiir eine spezielle
Klasse von Problemen optimal, dennoch existiert fiir fast jede Klasse ein “spezieller”
FFT-Algorithmus, der fiir die jeweilige Problem-Klasse optimal zugeschnitten ist.



2 Mathematisches

Bevor man sich an die Implementierung machen kann, ist es notwendig, sich die
mathematischen Grundlagen der Fourier Transformation nochmal ins Gedéchtnis zu
rufen.

2.1 Trigonometrische Approximation

In der Numerik wird die “trigonometrische Approximation” verwendet, um eine
Funktion f durch die trigonometrischen Funktionen cos und sin méglichst gut an-
zundhern!'. Das praktische Ziel dabei ist es, die “gesuchte”, unbekannte Funktion
f durch die “bekannten” Funktionen darzustellen und damit besser oder schneller
zu berechnen oder Aussagen iiber die unbekannte Funktion anhand der “bekannten”
Funktionen zu treffen.

Dazu betrachtet man zunéchst den Vektorraum V' der integrierbaren Funktionen
auf dem Interval [0; 27]:

V :={f:[0;2n] — R | f ist integrierbar und beschrankt}

Die Beschréankung der Funktionen auf das Intervall [0; 2] ist willkiirlich. Durch
Umskalieren der Definitionsbereiche ist es aber leicht jedes andere beschrankte In-
tervall zu betrachten.

Auf diesem Vektorraum V' definiert man nun ein Skalarprodukt durch:

2w

<[flg>= i f(x)g(x)dx

Die dazugehorige Norm ist:

Wl =vV<flf>

Diese Definitionen lassen sich auch auf den Vektorraum der komplexwertigen
Funktionen anwenden. Dazu betrachtet man nun den Vektorraum der komplexwer-
tigen Funktionen W, definiert durch:

W= {f:]0;2r] — C| f ist integrierbar und beschrénkt}
Das Skalarprodukt dndert sich dann in:

2

< [flg>= i f(x)g(x)dx

Man erkennt leicht, dal V' C W und daB das Skalarprodukt auf V' eigentlich
dasselbe Skalarprodukt auf W ist, da fiir eine reellwertige Funktion f gilt: f = f.

IDer Ausdruck “mdoglichst gut” bezieht sich dabei implizit auf eine geeignete Norm.



2.2 Basisfunktionen in C

Damit nun eine beliebige Funktion f € V durch die Funktionen cos und sin appro-
ximiert werden kann, miissen cos und sin eine geeignete Basis bilden.

Allgemein ist eine Menge b;,1 < ¢ < n genau dann eine Orthonormalbasis fiir
einen n-dimensionalen Vektorraum, wenn gilt:

1 firi=9y
<bi\bj>::{ ur ¢ = j,
0 sonst

Nun 148t sich zeigen, dafl die Funktionen cos und sin auf V' folgende Eigenschaften
haben:

o 0 fiir alle j # k
/ cos(jz)cos(kx)dr = ¢ 2 fir j =k =0

0 .
m firj=k>0

/ sin(jx) sin(kx)dx = 0 Elr é ej#kij, k>0
" m fir j=k>0

2m
/ cos(jz) sin(kx)dx = 0 fir alle 7 > 0,k > 0.
0

Das Problem ist aber, dafl diese Funktionen leider keine Orthonormalbasis bilden,
da fiir 7 # j die Integrale ungleich 1 sind.

Um das Problem zu losen braucht man eigentlich nur einen geeigneten Skalie-
rungsfaktor. Dieser ist aber zunéchst nicht offensichtlich.

Betrachtet man aber den “allgemeineren” Vektorraum W, kann man mit Hilfe
der Eulerschen Formel? die etwas umstindlichen Funktionen cos und sin handlicher
darstellen:

e” = cos(z) +isin(z),z € Z

Nun lassen sich die obigen Gleichungen einfacher darstellen:

. » 1 [
< &M | €78 > = 2—/ ekt gt dt
™ Jo
1 27

- ((k=3)t gt
27?/0 ¢

1 2 . .
_ e 1d‘t:.1 fir k=
%—i(kl_j)e’(k_”t\%” =0 firk#j

Definiert man nun:

’Die Euler’sche Formel ist eine moderne Fassung der de Moivre’schen Formel, siche auch [RR95]



1 )
DL(2) := & kel 1
(Zu beachten ist hier, daf es sich bei den ®; um eine zweiseitige Folge von
Funktionen handelt.), dann 1a8t sich leicht zeigen, dafl gilt:

< ®, | (I)j >= 5z'j (2)

Die ®; bilden jetzt also eine Orthonormalbasis. Damit ist es nun moglich, jede
Funktion f € W als “Unendliche Linearkombination” dieser Basisfunktionen darzu-
stellen.

o

fa)= 3 ebilz) = % S e @)

k=—o00

Diese Reihen werden “Fourierreihen” genannt und machen natiirlich nur Sinn,

wenn sie konvergieren. Konvergieren sie, dann konvergieren sie gegen die “urspriing-
liche” Funktion f.



3 Die Berechnung der Fourier Transformation

3.1 Die “Diskrete Fourier Transformation”

Mit Hilfe der Fourierreihen aus (3) lafit sich also eine beliebige Funktion (aus W)
darstellen. Das einzige Problem sind nun nur noch die unbekannten Koeffizienten
¢k, die sogenannten “Fourierkoeffizienten”.

Sie sind einfach herzuleiten, indem man Gleichung (3) nach ¢, auflost:

cx(f) = /OO f(z)e *dx, k € Z (4)

Interessant ist vielleicht, dal die Umkehrung, die sog. “Inverse Fourier 'Iransfor-
mation” es moglich macht, aus den Fourier Koeffizienten wieder die urspriinglichen
Funktionswerte zu berechen:

ft) = /_OO cr(f)e*dr, ke Z (5)

Das Problem, das sich nun aber ergibt ist, daf3 die Berechnung der Fourier Ko-
effizienten mit dem Computer in dieser Form natiirlich nicht moglich ist (weil es
unendlich viele sind).

Um also die Fourier Transformation mit dem Computer berechnen zu koénnen,
muf man sich zuerst auf den endlichen Fall zuriickziehen.

Angenommen also, man hat eine Menge von N Datenpunkten der Funktion f
auf einem beliebigen Intervall [ko; ko + (N —1)]. Zur Vereinfachung sei angenommen,
daB N gerade ist und dafl die Datenpunkte dquidistant auf dem Intervall liegen:

fk:f(tk)a tk:k0+kA7 k:07177N_1

(Die Funktion sei an den Stellen auBerhalb des Intervalls = 0).
Dann [48t sich die Fourier Transformation F' bei geeigneter Wahl von N, A und
ko mit Hilfe von numerischen Integrationsformeln approximieren durch:

o N-1
alf) = [ fe)e o m 3 fre
-0 k=0

Diese letzte Summe wird die “Diskrete Fourier Transformation” (DF'T) genannt;
der Faktor A wird einfach weggelassen. Ferner kann das beliebige Intervall, auf
dem die Funktion f approximiert wird, durch Verschiebung auf das Intervall [0; 27|
abgebildet werden.

Nun lassen sich die Fourier Koeffizienten, die vorher nicht mit dem Computer zu
berechnen waren, durch die folgende Gleichung berechnen:

N-1
F(k)y=>" f(n)e /N mit k=0,... . N—1 (6)
n=0

(Um die “endlichen” Koeffizienten von den “unendlichen” zu unterscheiden, be-
zeichne ich die “endlichen” im Folgenden als F'(k), die “unendlichen” werden weiterhin
mit ¢ bezeichnet.)



Wieder lassen sich die urspriinglichen Funktionswerten aus den Koeffizienten
zuriickberechnen analog zu (5). Diese Umkehroperation heifit nun inverse Diskrete
Fourier Transformation (IDFT)):

=

Fn) =" F(k)™ N mit k=0,...,N—1 (7)
0

i

Da eine Basis existiert (siehe Gleichung (1)) kann man diese Transformation auch
als Matrixmultiplikation schreiben:

F =DFTy f*

Der Vektor F' enthélt dann die Fourier Koeffizienten. Die Matrix DFTy ist
definiert als:

DFTy = (e*QWikl/N)ogk,ngA (8)
Beispiele fiir die Falle N = 1,2, 4:

N =1:DFT, = [F(0)] = [1] [f(0)]

vezorn= (20 = [0 5] [0

F(0) +1 +1 +1 +17 [f(0)
o e 1|41 =i =1 +i| |fQ1)
N =4 :DFT, = FQI| T Vi|+1 -1 +1 —1| |£(2)
F(3) +1 4 —1 =i [f(3)

Man beachte, dafl hier mit Absicht die Félle so gewéhlt wurden, dal N = 2P p €
N gilt. Wird N anders gewéhlt, gibt es natiirlich auch eine Matrixdarstellung, doch
ist diese etwas “unschéner” und fiir die “schnelle Fourier Transformation” unbrauch-
bar, wie sich noch zeigen wird.

Es 1aBt sich zeigen, daB die Matrix DFTy nicht-singulir ist, d.h. DFT," =
DFT}, wodurch die Umkehrung der Abbildung leicht zu gewinnen ist, indem alle
Eintriage der Matrix komplex konjugiert werden. (Eine Spiegelung an der Diagonalen
kann entfallen, da die Matrix symmetrisch ist.)

Die Darstellung als Matrix bedeutet auch, dafl die DFT eine lineare Abbildung
ist, d.h. sind f und g DFTen der Funktionen f und g, dann ist die DFT von
af(x)+bg(z) (mit a und b Konstanten): af(w) + bj(w).

Das Problem bei der Matrixdarstellung (und bei der damit verbundenen Berech-
nung) ist, dafl die Berechnung mindestens N? Multiplikation notwendig sind. In der
Informatik kann man einen solchen Aufwand getrost als “schlecht” ansehen.

Definiert man nun:

Wy = 6—2772/N

so 1aBt sich die Matrix DFTy etwas einfacher schreiben:



DFTy = (w%)ogk,lSN—l (9)

Von Bedeutung fiir die spétere “schnelle Fourier Transformation” ist, daf diese
wy die N-te Einheitswurzel in C bilden. D.h. die Potenzen wk liegen auf dem
Einheitskreis und bilden die Eckpunkte eines regelméfligen N-Ecks. Das hat zur
Folge, daf sich die Exponenten modulo N reduzieren lassen.

Fiir N = 4 hat die Matrix DFT, die folgende Gestalt:

WO Wl Wb WO
WwOowl W W
DFT, = WO w2 Wt Wh (10)
WwOowd Wb W8
+1 +1 +1 +1
IR S s
Vil -1 41 1| €€ (11)

+1 +i -1 —

Es gilt dabei: w! = —i, w3 = —w! =7 und w? = —1 = w°. Die Matrix DFT} hat
nun eine relativ {ibersichtliche Gestalt angenommen.

Im Beispiel (11) ist leider auch zu sehen, dafi die Matrix DFT, vollbesetzt ist,
d.h. bei der Implementierung der Matrixmultiplikation liefle sich “nichts einsparen”,
da alle Multiplikationen durchgefiihrt werden miissen.



4 Die schnelle Fourier Transformation

Durch die Darstellung der Diskrete Fourier Transformation als Matrix in (9) wird
klar, daB die Berechnung der DFTy O(N?) Multiplikationen erfordert. Wére die
Matrix “diinn” besetzt, dann lieen sich zumindest einige Multiplikationen einsparen,
da die entsprechenden Eintrdge = 0 nicht wirklich durchgefiihrt werden miiiten. Es
ist auf den ersten Blick nicht offensichtlich, dafl es {iberhaupt eine Mo6glichkeit gibt
auf eine solche Darstellung zu kommen. Erst fast 200 Jahre nach der “Erfindung”
der Fourier Transformation kamen zwei Wissenschaftler von IBM auf die Losung.

4.1 Die Idee der FFT

Betrachtet man nochmal die Matrix DF'Ty aus dem obigen Beispiel (11) (im folgen-
den bezeichnet w immer wy, was der besseren Ubersicht dienen soll):

F = DFT, " (12)
£y ( 111 1\ [f
Frl [1 W] o W? f
< F2 N kl w2 | 1 wZ) f2 (13)
F3 | w /3

Sortiert man nun den F-Vektor nach geraden und ungeraden Indizes, behélt
dabei aber die Reihenfolge des f-Vektors bei, dann ergibt sich:

F

£ 11| 1 1\| f
2 2

FQ) 1 w I 12 53 2 (15)
o)

Fiir die Untermatrizen Wzk von ﬁ im obigen Beispiel (15) ergibt sich der
folgende Zusammenhang:

—_~ —~ —_ 2/\
W11 = W12, W22 = W W21

Fiir die nachfolgende Gleichung (18) ist es vielleicht sinnvoll, DF T, einmal ex-

plizit hinzuschreiben:
1 1

Nun ist, bis auf eine Permutationsmatrix P, fiir die Vertauschung in (13), die
folgende Faktorisierung von DFT, moglich:

10



11 | 1 1\|
1 w? 1 w?
DFTy= Py |4 } 3 (16)

1w ] w? wl}
1 1 ] 0 o\l (1 0 | 1 o\l

B 1 w20 o001 | 0 1

e K e R (17)
0 0 | 1w/ \0 ' | 0

_ _ (DFT, 0 I I

_p‘*( 0 DFTQ) <D2 —D2> (18)

Wobei I, die 2 x 2-Einheitsmatrix und Dy die 2 x 2-Diagonalmatrix mit Dy =
diag(w®, w') ist, die hier ausgeschrieben so aussieht:

W0
DZ_(O wl)
(1 0
\0 w

Nun kann man erkennen, daf§ ein Problem der Grofle N auf ein Problem der
GroBe % zuriickgefiihrt werden konnte. (Dies legt bei der Implementierung einen
“Divide and Conquer”™Algorithmus nahe.) LBt sich diese Verfahren fortsetzen, dann
wiirde das bedeuten, dafl bei einem Problem der Grofle N = 2P, p € N, die Fourier-
koeffizienten nach spétestens p Schritten bestimmt wéren. (Dies entspriche gerade
der Tiefe des Baumes, der durch das rekursive Faktorisieren der Matrizen entstehen
wiirde.)

Im obigen Beispiel mufli man nun noch die Faktorisierung der DFT,-Matrizen
durchfithren, nun mit einer Permutationsmatrix Ps:

+1 +1
e, =, (11 1)

_p (DFTi 0 L L
T2 0 DFTy)\D, —D

Da aber DFT; = (1) und [; = (1), sowie D = (1) ist, ist dieser Schritt natiirlich
trivial.

Doch wie sieht nun konkret die Permutationsmatrix P, im obigen Beispiel (18)
aus? Das einzige was diese Matrix macht ist, dafl sie die Sortierung nach geraden
und ungeraden Indizes wieder zuriicknimmt. Thre Darstellung ist sehr einfach:

1
0
P, = 0

— o O

00
10
0 0
01
= (617 €3, €2, 64)T

11



Wobei die e; gerade dem i-tem Einheitszeilenvektor entspricht, d.h. an der i-ten
Stelle im Zeilenvektor steht eine 1, sonst 0.

Die Idee, die FF'T als Matrixmultiplikation aufzufassen l&8t sich auch fiir N =
2P p € N verallgemeinern, wie das folgende Lemma aus [Wer92| zeigt.

Lemma: Fiir N € N sei DETy € CV*¥ definiert durch:

DFTN = (w?f)ogjkaN_l mit wWN = G_QKZ/N

Bei gegebenem geraden N € N sei m := N und Py € C¥*V die Permutations-
matrix

Py = (61 es3. ..eN_1|62 €q. ~-€N)Ta

wobei e; der j-te Einheitsvektor im CV ist. Dann ist

DFT, 0n \ (In In
DFTN:PN(O DFT)(D —D)

mit D, = diag(wl, wh, . ..,we ).

Hierbei ist I,,, die m x m- Elnheltsmatrix und O,, die m x m-Nullmatrix.
Der Beweis ist in [Wer92] nachzulesen. [J

Die Idee der FFT, das Problem auf ein Teilproblem zuriickzufiithren funktioniert
mit der Summendarstellung der DEF'T (siehe (6)) natiirlich genauso gut.

Zunéchst definiert man die Transformation FF'T)y, wobei man den Skalierungs-
faktor einfach weglafit:

FFTN L f Zf 7127rkn/N

Das bekannte Prinzip des Sortierens in gerade und ungerade Indizes wendet man
hier nun analog an, unter der Voraussetzung, dal N gerade ist:

N/2-1 N-1
FETN(k, f) = Z f(n)e*iZWkn/N_i_ Z f‘(n)efi%rkn/N

n=0 n=N/2
N/2—1

— Z (f(n) +f(n_|_N/2)e—i7rk:)e—i27rkn/N
M1

— Z (f(n) + f(n + N/2)(—=1)F)ei2mhn/N
n=0

Betrachtet man dieses Ergebnis fiir die geraden und ungeraden k einzeln, dann
ergibt sich:

o Fir gerades k = 2k’ mit k' =0,...,N/2 - 1:

N/2—1

FFTN/2 (K, fg) = Z fa( —i27rk/n/(N/2)

12



it fp(n) = f(n) + f(n+ N/2).
e Fiir ungerades k =2k’ +1 mit ' =0,...,N/2 — 1:

N/2-1

FFTy (K, fo) = Z fo(n)e 2mkn/(N/2)

mit fo(n) = (f(n) — f(n+ N/2))e /N,

Auch hier wird ein Problem der Grofle N auf ein Problem der halben Grofie
zuriickgefiihrt.

4.2 Mehrdimensionale Fourier Transformation

Im Bereich der Bildverarbeitung miissen haufig mehrdimensionale Eingabedaten ver-
arbeitet werden. Wenn also eine Funktion f(k,,k,) vorliegt, die auf einem Gitter
mit den Koordinaten 0 < £, < N, —1 und 0 < £k, < N, — 1 erklért ist, so ist die
Fourier Transformation F(k,,k,) auf einem Gitter derselben Grofie definiert als:

Pl ) = e S 3 e

V NINy nz=0 ny=0
Da man hier aber die Reihenfolge der Summationen vertauschen kann, 148t sich
auch die Reihenfolge der Fourier Transformationen vertauschen. Die F'T fiir zwei

Dimensionen 148t sich also auf eine eindimensionale F'T" reduzieren, fiir die man
bereits einen schnellen Algorithmus kennt.

F(ky, ky) = f”(kx,kz ) (19)
Ny—1 1 Ny—1
Z Z f(nx’ ny)e—Qﬂikyny/Ny)e—QWikmnz/Nz (20)
v ng=0 V y ny=0
Nun kann man (20) auffassen als:
Na—1
I (ks by) = — <= 3 Py ke e (21)
x Ne=0
mit
f (n:m Z f N, ny —2mikyny /Ny (22>
y ny=0

Nun sind (21) und (22) beides “einfache” eindimensionale FT, auf die man den
FFT-Algorithmus anwenden kann. Das einzige Problem, mit dem man sich bei der
Implementierung auseinandersetzen muf ist, dal nun ein “in-situ”-Algorithmus nicht
mehr davon ausgehen kann, daf} sich die Array-Elemente nebeneinander im Speicher
befinden. Dem Algorithmus mufl nun der “Abstand” zwischen den Elementen mit-
gegeben werden, was aber kein grofies Problem darstellen sollte.

13



5 Die Komplexitéidt der FFT

Der Aufwand, der beim Umsortieren der Matrix entsteht, dringt natiirlich die
Frage auf, ob das FFT-Verfahren tatsdchlich schneller ist, als eine naive DFT-
Implementierung?

In diesem Abschnitt mochte ich zeigen, wieviele Rechenoperationen insgesamt
bei der FF'T notwendig sind und dies anhand zweier Beispiele deutlich machen.

5.1 Rechenoperationen bei der FFT

Da auf modernen Architekturen die Kosten fiir Multiplikationen gegeniiber den Ko-
sten fiir Additionen dominieren, betrachte ich hier zunéchst nur die Kosten fiir die
komplexen Multiplikationen bei einer Eingabe der Grole N = 2P, p € N:

p—12i—1 p—1

Coan(N) = 332 = S0t =

=0 j5=0 =0

Da in der innersten Schleife des Algorithmus fiir £ = 0 mit 1 multipliziert wird,
sich hier also die komplexe Multiplikation einsparen liefe, so reduziert sich die Anzahl
der komplexen Multiplikationen auf:

—_

p—12i—1
Corutt(N) = (2 ——pzp Zzl——pzp (2¢=1) = (p—2)2" ' +1. (23)

J=0

Il
=)

i

Vorausgesetzt wird dabei natiirlich, da8 die Potenzen w® im Voraus berechnet
wurden und so nicht in diese Analyse einfliefen.
Substituiert man in (23) p durch N = 2P, so ergibt sich:

(V) = 5 N Togy (V)

mult

Die Anzahl der Additionen ist in jedem Schritt = N. Die Anzahl der Schritte
ist die Tiefe der Rekursion, also log,(N). Damit ergibt sich fiir die Anzahl der
Additionen:

Caaa(N) = N logy(N) (24)
Insgesamt sind die Kosten fiir den FFT-Algorithmus also:

C(N) = Cluss(N) + Coaa(N)

1
= §N10g2(N) + Nlogy(N)

= > Nlogy(N)
— O(N logy(N)

Fiir den Algorithmus im 2-dimensionalen Fall wie in (20) gilt:

14



C"(N,, N,) = N,C'(N,) + N,C'(N,)

NN, N,N,,

= 9 y10g2(Ny>+ y2 logQ(Nw>
NN,

= Y logy (N N,)

= C'(NxNy)

wobei fiir die Anzahl der komplexen Multiplikationen C'(N) gilt:

C'(N) = 5 logy(N)

Die Berechnung einer 2-dimensionalen FFT der GroBe N, x N, braucht also

dieselbe Anzahl an Multiplikationen wie die Berechnung einer ein-dimensionalen
FFT der Groe N, N,.

5.2 Die Rechenschritte fiir FFT,
Betrachtet wir einmal konkret die Rechenschritte fiir den Fall N = 4:

Input 1.Schritt 2.Schritt Output
fo |0 fo:=fo+f 0| f5:=/fg+f1 Fy
fi L fl=Hh+Ts 2| ffo=(fo — fHu° F
fo |21 f3=>o—f) 1| f5=Ff+]; F
fs |3 fsi=(fi—fo)w' | 3| f3:=(f3 — f3)u° F3

Die Anzahl der Multiplikationen (auch die trivialen mit wy = 1) betrégt 4, die
Anzahl der Additionen 8. Eine gewaltige Einsparung gegeniiber den zu erwartenden
16 Multiplikationen und 12 Additionen der DF'Ty aus (11).

Als einziges Problem bleibt nun noch die Permutation P, vom Anfang, die ja erst
auf das Muster in DF'T} fithrte. Auf den ersten Blick mag man keine Regelméafigkeit
erkennen:

‘ Input ‘ ‘ ‘ ‘ Output ‘
fo 10 0| Fpy
fi |1 2| Iy
fo 2 1| F
f3 13 3| F;

Betrachtet man aber die Eingabe-Indizes f; und die Ausgabe-Indizes F}, sowohl
dezimal als auch binér so ergibt sich Verbiiffendes:

010 =002 — 002 =0y
lip=01, — 102 =29
210 =102 — 0ly =1y
3i0=11 — 113 =3y

Die Indizes des Resultats sind gerade die Indizes der Eingabe in Bindrdarstellung,
riickwérts gelesen. Dies gilt nicht nur “zufélligerweise” fiir N = 4, sondern tatséchlich
fiir jedes N =27, p € N.
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5.3 Ein weiteres Beispiel fiir N =8

Sei nun also N = 8 = 2% und zur Abkiirzung w := wg = e 2™/%. Im ersten Schritt

ergibt sich:
_ o, (DFTy 0 Iy I
DFTSf_PB( 0 DFT4> (D4 —D4>f

mit D, = diag(w?, w!, w?, w?).

Dann 1i8t sich f! (wie in der Darstellung in Abschnitt (5.2)) berechnen:

Zusammengefafit also:
_ DFT, 0 fi _ DFTy f}
DFTsf = B ( 0 DFT4) (fll =5\ pFr, 7

Nun folgt der zweite Schritt, die rekursive Anwendung mit DFT, auf fi und f}:

DFT, 0 I I
1 _ 2 2 2 1
DFTfo _P4( 0 DFTQ) (02 —D2> Jo

sowie:

DF'T: 0 1 I
1_ 2 2 2 1
DFT4f1 - P4 ( 0 DFTQ) (D2 —D2> fl

mit D, := diag(w},w}) = diag(w®, w?). Es ergibt sich dann analog zum ersten
Schritt:

DFT, f2
p (DFTif3\ _ p | DFT: f7
*\DFT, f!) — "* | DFT, fgz
DFT, f:

Fiir f? gilt dabei:

g I I 1
2 Dy, —Dy)"°




Schluflendlich der letzte Schritt:

> o (DFTy 0 L L\ (12
DFT?fO_P2< 0 DFTy)\Dy —Di) \f?

Da DFT; = (1) und D; = (w°) = (1) ergibt sich nun trivialerweise:

2 3
DFT:fy = ((ffo +f§§w0> = G)

Die iibrigen Koeffizienten ergeben sich analog. Bis auf eine Permutation der
Komponenten steht nun in f? die gesuchte Fourier Transformierte von f. (Die “Be-
rechnung” von DF T} kann man sich sparen, da DF'T} = (1) der Identitét entspricht.)

Die durchzufiihrenden Berechnungen sind in der folgenden Tabelle aufgeschliis-
selt:

Input 1.Schritt 2.Schritt 3.Schritt Output
fo |0 fo:=fo+ fa fe=r+5 =K+ 17 Fy
fi |1 fi=f+fs fi=fH+1f =05 F
fo|2|fa=Ft+f fR= o= | | 5=0+f F
fs |3 fs=ft+f f3 = (f = f3)w? f5 =7 = )’ Fg
fo [ 4| fi=(fo— fou’ | | fE=fi+Tfs =L+ By
fs |5 | f5=(h 5)w1 fB=h+1 fe=(fi -’ | I
fo |6 f5:=1(f 6)w2 fo=f— I’ | | & =1+ 1 Iy
fo [T fi=h-fW| | =0 | =M K

Bei diesem FFT-Verfahren werden sukzessive Vektoren f! (bestehend aus 2
Blocken f} und f! der Linge 4), f? (bestehend aus 4 Blocken f2,. .., f2 der Linge
2) und f3 (bestehend aus 8 “Blécken” f3, ..., f2 der Linge 1) berechnet.

In f3 stehen dann die gesuchten Fy, ..., Fy in einer permutierten Reihenfolge.

Die Anzahl der benotigten komplexen Multiplikationen (einschlielich derjenigen
mit w’ = 1 ist offenbar 12 = 18log, 8.

In diesem Spezialfall ist die GesetzméBigkeit der Permutation leicht zu erkennen,
wenn man sich die Binédrdarstellung der Zahlen in der zweiten und drittletzten Spalte
genauer ansieht:

0] 000 | 000 |0
11001 | 100 |4
21010 | 010 | 2
31011110 |6
4 1100|001 |1
51101 | 101 | 5
6| 110 | 011 | 3
71111 [ 111 | 7

Offenbar bestétigt sich, dafl die Permutation dadurch gegeben ist, daBl man die
Binardarstellung von hinten nach vorne liest.
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6 Implementierung

Wie wird dieses Verfahren aber nun effizient implementiert? FEin leicht verstidnd-
licher Algorithmus findet sich in [Eng|, den ich hier wiedergebe. Er ist in einer
Pascal-dhnlichen Sprache geschrieben, die iiber komplexe Zahlen verfiigt und es er-
laubt Felder (Arrays) als Parameter an Prozeduren zu iibergeben und als Ergebnis
zuriickzugeben.

Algorithm 1 DIF: Decimation in Frequency
Require: N' € N, f € C[N]
Ensure: F' € C[N]

1: if N =1 then

2:  DIF « f

3: else

4 N' «— N/2;

5 foralln:=0...N'—1do

6: fe[n] — fln] + fln+ N'|;

T: foln] < (fln] = fln+ N']) « T(N,n)
8: end for

9:  F,<— DIF(N', f.);

10. F, — DIF(N', f,);
11: forall% :=0...N' —1do

12: F[2x k'] — F.[K]

13: F2% K 4+ 1] « F,[K]
14:  end for

15: DIF « F

16: end if

Im Algorithmus (1) wird eine Funktion 7" benutzt, die definiert ist als:

TN (n) — e—27rin/N

Die Implementierung ist natiirlich trivial:

Algorithm 2 T: Hilfsfunktion
Require: N,n € N
Ensure: T € C

1. T « exp(—i2mn/N)

Der Grund fiir diese “Auslagerung” ist einfach: Die e Funktion muf§ dann lediglich
an dieser Stelle implementiert werden. Dies kann dann sehr effizient geschehen, z.B.
mit Tabellen.
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